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PREFACIO

Durante o Congresso Internacional de Matemdticos de 1900, em Paris,
David Hilbert apresentou uma lista contendo 23 problemas que ele considerava
as questoes em aberto mais importantes para a matematica na época. Um dos
poucos problemas da lista que hoje estao solucionados é o teceiro. O Terceiro
Problema de Hilbert, que trata de algumas caracteristicas de poliedros, pode
ser enunciado da seguinte forma.

Congectura 0.1. Dados quaisquer dois poliedros de mesmo volume, é sempre
possivel dividir o primeiro deles em poliedros menores e rearranjar os pedagos
para formar o segundo poliedro.

A pergunta analoga para duas dimensoes ja tinha uma resposta conhecida.
Sabia-se que se dois poligonos tém a mesma area, ¢ possivel dividir um deles em
poligonos menores e rearranji-los para formar o outro poligono. Nao apenas
isso, mas o Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien (como ficou conhecido o resul-
tado) nos d4 um algoritmo para fazé-lo. Com um resultado tao forte para duas
dimensoes, é natural que procuremos uma resposta para o caso tridimensional.

Em 1902, apenas dois anos depois que Hilbert apresenta sua lista de pro-
blemas, Max Dehn, seu antigo aluno, apresenta uma resposta para a pergunta
levantada. Ele introduz uma maneira de associar certas quantidades & poli-
edros. Em particular, cada poliedro estd relacionado & um grupo abeliano,
denominado o Invariante de Dehn desse poliedro. Definiremos o Invariante de
Dehn de um poliedro no primeiro capitulo, junto com algumas outras defini¢oes
que nos permitirao dar um tratamento um pouco mais rigoroso ao problema
em questao.

No Segundo Capitulo, trataremos de mostrar que o Invariante de Dehn é



VI SERGIO MACIEL

de fato um invariante, posto que essa quantidade coincide para dois poliedros
que admitem a decomposicao descrita pelo enunciado do Terceiro Problema de
Hilbert. Ainda nesse capitulo, calcularemos o Invariante de Dehn de dois poli-
edros de mesmo volume e usaremos os resultados para obtermos uma resposta
negativo ao Terceiro Problema de Hilbert.

Finalmente, no terceiro capitulo, exploraremos algumas generalizagoes do
Terceiro Problema de Hilbert. Em especial, sua versao para o R", S™ e H",
onde podemos encontrar algumas perguntas em aberto. Neste mesmo capitulo,
destacaremos algumas relagoes surpreendentes entre a teoria desenvolvida para
lidar com o Terceiro Problema de Hilbert Generalizado e outras areas da ma-
tematica, em particular, Teorias de Homologia, Tesselacoes e K-Teoria.

BELEM, JUNHO de 2022

Sérgio Henrique Maciel
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CONGRUENCIA POR TESOURA E O
TERCEIRO PROBLEMA DE HILBERT

1.1. DISSECCOES DE POLIEDROS E CONGRUENCIA POR TE-
SOURA

A pergunta levantada por Hilbert, na forma como enunciamos anterior-
mente, apesar de ser compreensivel, deixa a desejar em precisao matematica.
As nocoes de dividir um poliedro em poliedros menores e reorganizar esses
pedacos necessitam de um tratamento um pouco mais rigoroso para que pos-
samos trabalhar matematicamente com essas ideias. Perante essa necessidade,
definiremos a seguir alguns conceitos que vao nos permitir enunciar novamente
o Terceiro Problema de Hilbert, de forma muito mais precisa e ja introduzindo
termos que agilizarao o estudo do problema.

A primeira nocao que trataremos serd a de uma disseccao de um poliedro,
que representard a ideia de dividir um poliedro em poliedros menores.

Definicao 1.1. Uma dissec¢ao de um poliedro P é uma colecao finita Mp =
{Py, P, ..., P,} de conjuntos satisfazendo

o P, P, ... P, sao todos poliedros;
o UL P=P;
e Os conjuntos de Mp tém interiores disjuntos dois a dois.

A primeira condicao impoe que os conjuntos da disseccao sejam de fato
poliedros, refletindo a ideia de dividir o poliedro P em subpoliedros. A segunda
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propriedade nos diz que de fato esses subpoliedros P;, P, ..., P, estao contidos
em P e nao sao poliedros quaisquer. Enquanto isso, o terceiro item nos diz que
dois poliedros da dissecao nao se intersectam a menos de vértices, arestas ou
faces, nao "entrando"um no outro. Isto é, os poliedros de M de fato dividem
P, no sentido de que eles se encaixam de forma a cobrir todo o poliedro P, sem
falta e sem excesso. Com estd definicao em maos, podemos dar um sentido
mais preciso também & ideia de rearranjar os pedacos de um poliedro para
formar um outro conjunto.

Definicao 1.2. Sejam P e () dois poliedros. Dizemos que P e () sao congru-
entes por tesoura se existem dissecgoes Mp e Mg de P e (), respectivamente,
e uma bijecao p : Mp — M tal que para todo L € Mp, L é isométrico a p(L).

Essencialmente, o que essa definicao descreve é a existéncia de uma forma de
dividirmos o poliedro P em poliedros menores (uma dissec¢ao) e apds aplicar
uma isometria em cada poliedro, isto é, translada-los e rotaciona-los, cada
poliedro esta agora na posicao e orientagao de algum poliedro da disseccao de
Q. Isso descreve de forma precisa nossa intuicao sobre o Terceiro Problema de
Hilbert.

1.2. DISSECCOES POR PLANOS

Imediatamente, podemos perceber que existem diversas dissecgoes possiveis
para um mesmo poliedro. Em busca de entender melhor como as dissecgoes
se relacionam com propriedades basicas dos poliedros, voltamos nossa atencao
para uma forma simples de criarmos dissec¢oes de um poliedro. Procuraremos
alguns padroes observaveis ao dividirmos um poliedro em dois através de um
plano. Um plano que passa por um poliedro intersecta algumas das suas ares-
tas, sendo que essa interseccao pode ocorrer de duas formas diferentes, isto é,
com o plano e a aresta em duas posicoes relativas diferentes. Podemos ver as
duas situacgoes diferentes abaixo, na Figura 1.

A esquerda, podemos ver a primeira possibilidade, em que a aresta que
chamaremos de A esté contida no plano m. Neste caso, notamos que o poliedro
pelo qual o plano passa, que denotaremos por P, é dividido em dois poliedros
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Figura 1.1: Possiveis posicoes de planos e arestas

Py, P,, de forma que cada um compartilha de uma copia da aresta A. Em
especial, se A tem comprimento [, tanto P; quanto P, terao uma aresta de
comprimento [. Isso ja ndo acontece com o angulo diedral de A, denotado
por 0, que é angulo determinado pelas faces que definem A. Ao contrario do
comprimento de A que, em certo sentido, é preservado durante a divisao, 0 é
separado em dois fatores 6; e 5, cada um sendo angulo diedral de diferentes
copias de A que pertencem a P, e P».

Note que o plano 7w passa a ser face de P, e de P, e o angulo diedral de A
em P; é simplesmente o angulo determinado por 7 e a face de P; que contém
A, a qual chamaremos de ;. Embora os dngulos nao sao herdados por P e Ps,
vale 8 = 0, + 05, entao de certa forma até mesmo informacao sobre os angulos
diedrais sao transmitidas nesse forma de dissectar poliedros.

Por outro lado, no segundo caso, em que o plano 7w atravessa a aresta A de
forma transversal, temos a aresta sendo dividida em dois segmentos A; e A,,
arestas de P, e P, respectivamente. De fato, em contraste com o caso anterior,
o angulo diedral é conservado e repassado para A; e As, ou seja, A;, aresta
em P; tem angulo diedral igual a . Analogamente & situacao anteriormente
analisada, os comprimentos de A; e A,, denotados por l; e [y, sdo tais que
[ =1+

Podemos notar certo padrao nas informagoes sobre comprimentos e angulos
no poliedro antes e apos a divisao por esse método utilizando um plano. De
fato, escrevemos sugestivamente os comprimentos das arestas A, A; e Ay e
seus angulos diedrais em pares de forma a evidenciar uma estrutura algébrica
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que sugere fortemente uma bilinearidade. No primeiro caso, temos (I,0) =
(1,01 + 62) = (1,601) + (1,02) = (l1,01) + (l2,02), enquanto no segundo caso,
ficamos com (1,0) = (Iy +1s,0) = (I1,0) + (Is,0) = (I1,01) + (I2, 02). E com base
nessa andlise de um caso mais simples que encontraremos a motivacao para
definir o Invariante de Dehn como um produto tensorial entre modulos sobre
Z, de modo a manter uma bilinearidade natural.



2

INVARIANTES DE DEHN

2.1. INVARIANTES DE DEHN E CONGRUENCIA POR TE-
SOURA

Como ja comentado anteriormente, a estrutura de bilinearidade parece es-
tar presente de alguma forma na preservacao, sob disseccoes, dos comprimentos
de arestas e angulos diedrais de um poliedro. E nos baseando nessas observa-
coes que vamos trazer a seguinte definigao.

Definicao 2.1. Sejam P um poliedro de arestas Aq, As, ..., A,, [; o compri-
mento de A; e 0; seu angulo diedral. Entao definimos o Invariante de Dehn de
P como um elemento D(P) do grupo abeliano R®7R/7Z dado pelo somatorio

D(P) = En:li ® 6.
i=1

Dessa forma, a bilinearidade observada anteriormente aparece de forma na-
tural. Note que cada elemento do somatorio que define D(P) é um tensor em
R ®zR/7Z, o que se refor¢a no momento em que passamos a encarar R (visto
como um Z-moédulo) no produto tensorial como um representante dos com-
primentos de arestas possiveis de poliedros, enquanto R/7Z (também como
Z-mo6dulo) esta relacionado aos angulos diedrais possiveis, identificando angu-
los que diferem por meia volta. Essa identificacao é arbitraria e poderiamos
escolher 0 modulo R/277Z ou mesmo R/Z. Nossa escolha atual se justifica por
simplificagoes em algumas contas na se¢ao seguinte. Definido o Invariante de
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Dehn, resta mostrar que ele merece esse nome, que de fato ele € um invariante
a congruéncia por tesoura.

Lema 2.2. Sejam P um poliedro e Mp = {Py, Py, ..., P,} uma de suas dissec-
¢oes. Entao vale D(P) = D(P) + D(Py) + ... + D(P,).

Demonstracao. Comecamos por notar que as arestas de poliedros de Mp po-
dem ser classificadas em trés tipo levando em conta suas posi¢oes em P.

1. Arestas contidas em arestas de P;

2. Arestas contidas, a menos de possivelmente suas extremidades, no inte-
rior de uma face de P;

3. Arestas contidas, a menos de possivelmente suas extremidadas, no inte-
rior de P

Como cada aresta de qualquer poliedro de Mp se encaixa em exatamente
uma das classifica¢oes acima, podemos reorganizar a soma D(P;) + D(P,) +
...+ D(P,) como uma soma de trés termos S; +Ss + S3, em que S; corresponde
A soma dos tensores das arestas do Tipo i.

Podemos calcular cada soma individualmente. Vamos comecar pelas ares-
tas do Tipo 3 pois ela apresenta um argumento mais geral que pode ser adap-
tado para os outros dois tipos. Considere uma aresta A do Tipo 3 de algum
poliedro de Mp. Tome o conjunto {A;, As, ..., Ax} de arestas de poliedros de
Mp que sejam colineares a A e denote por pi,ps, ..., P, 0S pontos que sao
extremidades de alguma aresta A;, ordenados de forma crescente pela distan-
cia a uma das extremidades de U¥_; A;. Note que esses pontos determinam
uma particao de UY_, A;. Em particular, para todo i € {1,2,..., k}, existe um
subconjunto de {p1,pa2, ..., pm} que determina uma parti¢ao de A;.

Chamando de s; tanto o segmento cujas extremidades sao p; e p;41 quanto
o proprio comprimento desse segmento (com um abuso de notagdo), se s; C
UF , A;, entdo s; esta contido em pelo menos um A; e temos um tensor s; ® 6;
associado a s;, em que 0; é o angulo diedral de A;, como aresta de algum
poliedro de Mp. Mas como Mp é uma disseccao de P, todo ponto de P esta
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contido em algum poliedro da dissec¢ao. Assim, cada s; esta contido em mais
de um poliedro de Mp. Mais detalhadamente, como cada s; contém algum
ponto interior de P, existe um subconjunto de Mp com poliedros de forma que
cada poliedro possui alguma aresta contendo s; e a soma dos angulos diedrais
dessas arestas é 2pi.

Esse argumento mostra que para cada aresta A do Tipo 3, a soma dos
tensores associados as arestas de poliedros de Mp que sao colineares com A (que
também sao do Tipo 3) sera nula. Consequentemente, S3, a soma associada
a arestas do Tipo 3 serd 0. Perceba também que s6 usamos o fato de que as
arestas consideradas eram do Tipo 3 no fim da argumentacao, para concluir
que a soma dos angulos é 27.

Vamos replicar o argumento, com adaptagoes, para calcular Sy, a soma dos
tensores das arestas do Tipo 2. Cada segmento s; em uma face de P admite
um conjunto de poliedros que possuem alguma aresta que contém s;. Como s;
estd no interior de uma face de P, a menos de suas extremidades, os angulos
diedrais das arestas desses poliedros somam 7 que é identificado com 0 em
R/7Z. Isso significa que Sy = 0.

O mesmo argumento se aplica para arestas do Tipo I, exceto que, neste caso,
a soma serd o proprio angulo diedral da aresta de P que contém s;. Dado que
Ap = UE_|A; é aresta de P, 6 é seu angulo diedral e | é seu comprimento,
temos

3j®6i1+5j®9i2+---+8j®9it:$j®9>

com 6;,,0;,,...,0;, os angulos diedrais de A;,, A;,, ..., A;,, as arestas dos po-
liedros de Mp tais que s; C A; . Ao somar ao longo de j, como U;-”:_llsj = Ap,
teremos Z;:ll 5;,®0 =1® 0, que é o tensor associado a uma aresta de P.

Ao considerar essa mesma construcao para todas as arestas do Tipo 1,
teremos a soma de todos os tensores associados a arestas de P, o que é o

proprio Invariante de Dehn de P. Ficamos com

D(Py) + D(P) +..D(P,) = S1 + Sy 4+ S3 = S; = D(P),

como queriamos mostrar. ]
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Seguimos mostrando o resultado principal.
Teorema 2.3. Se P e () sio Congruentes por Tesoura, entdo D(P) = D(Q).

Demonstragao. Sejam Mp = {Py, P,,...,P,} e Mg = {Q1,Q2,...,Q,} dissec-
coes de P e Q e p: Mp — Mg uma bijecao com a propriedade de que para
todo i € {1,2,...,n}, p(P;) é isométrico a P;. Como isometrias preservam an-
gulos e comprimentos, D(P;) = D(p(F;)), uma vez queo Invariante de Dehn é
definido apenas em termos de distancias e angulos. Logo,

D(Q) = D(Py)+..+D(P,) = D(p(Py)+..+D(p(Py)) = D(Q)+.+D(Q) = D(Q)

pelo lema anterior. O

2.2. USANDO O INVARIANTE DE DEHN PARA RESOLVER O
TERCEIRO PROBLEMA DE HILBERT

Se tomarmos a contrapositiva do Teorema 2.3, entao sabemos que se existi-
rem dois poliedros de mesmo volume com Invariantes de Dehn distintos, entao
eles nao sao congruentes por tesoura, o que nos daria uma resposta negativa ao
terceiro problema de Hilbert. O que faremos agora sera calcular o Invariante
de Dehn de dois poliedros de volume unitario, a saber, o cubo e o tetraedro re-
gular. Veremos que eles apresentam invariantes de Dehn diferentes e portanto
nao sao congruentes por tesoura.

O Invariante de Dehn do Cubo Unitario é simples de ser calculado. O cubo
de volume 1 possui 12 arestas, cada uma de comprimento unitario e angulo
diedral 7 /2. Entao

D(Cubo):12-1®g=1®1277rzl®67r:0.

J& o Invariante de Dehn do tetraedro regular de volume unitario serd um
pouco mais trabalhoso.

Primeiramente, o volume do tetraedro regular pode ser calculado, em ter-
mos do comprimento de suas arestas, por V = %. Assim, para que V = 1,
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é necessario que o lado do tetraedro tenha comprimento [ = 6/321/6. Agora,
precisamos do angulo diedral de cada aresta, que também pode ser calculado
com um pouco de geometria, obtendo-se § = arccos(1/3). Como o tetraedro
regular tem 6 arestas, concluimos que

D(Tetraedro) = 6 - (6'/22'/%) @ arccos(1/3) = 6*/32Y/¢ ® arccos(1/3).

O grande problema é que nao é 6bvio se esse tensor ¢ nulo ou nao.

Veja que podemos fatorar tensores em R ®z R/7Z por racionais, isto é,
para todo a € R;b € R/nZ e p,q € Z,q # 0, vale a @ b = (%) ca® (b%) =
% ® %‘1. Isso acontece pois estamos considerando R e R/7Z como Z-mo6dulos.
Logo, 643216 © arccos(1/3) = 0 é equivalente a dizer que arccos(1/3) = b,
para algum par de inteiros p,q, com ¢ # 0. Basta, entdo, descobrirmos se
arccos(1/3) é multiplo racional de 7.

E possivel provar que arccos(1/3) ndo é multiplo racional de m (ver Apén-
dice A). Com este resultado, concluimos que D(Tetraedro) néo é nulo, de modo
que o tetraedro regular de volume 1 e o cubo unitario nao sao congruentes por
tesoura. Assim, encontramos dois exemplos que mostram que o Terceiro Pro-
blema de Hilbert tem resposta negativa.






3

ALEM DO TERCEIRO PROBLEMA
DE HILBERT

3.1. GENERALIZACOES DO PROBLEMA E RELACOES COM OU-
TRAS AREAS DA MATEMATICA

O Teorema 2.3 nos diz que o Invariante de Dehn age como um indicador
necessario para que dois poliedros sejam congruentes por tesoura. Mais além,
em 1966, SYDLER mostra que o Invariante de Dehn e o Volume de um poliedro
formam um conjunto completo de invariantes para a congruéncia por tesoura,
isto é, vale o seguinte teorema.

Teorema 3.1 (Sydler-Dehn). Dois poliedros P e @) sdo congruentes por te-
soura se, e somente se, D(P) = D(Q) e Vol(P) = Vol(Q).

Através dos Invariantes de Dehn, podemos resolver o Terceiro Problema
de Hilbert em sua forma classica. Assim como o proprio terceiro problema
de Hilbert é o analogo do caso bidimensional, podemos investigar o problema
analogo em dimensao n > 4, procurando as condigoes necessarias para que
dois n-politopos de mesmo n-volume sejam congruentes por tesoura (munidos
das defini¢oes apropriadas de dissecgdo e congruéncia por tesoura).

DUPONT e SAH consideram o grupo livre gerado por politopos isométricos
e mostram que existem sequéncias exatas de morfismos entre certas homologias
de subgrupos do grupo de isometrias de R", grupos de politopos e o produto
tensorial no qual é definido o Invariante de Dehn. A grande novidade vem
quando eles provam que a trivialidade de um dos grupos da sequéncia implica

11
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o Teorema Generalizado de Dehn-Sydler: o morfismo D : P(R")/Lc — R ®g
R/7Z que associa a cada classe de poliedros gerados por prismas seu Invariante
de Dehn é um monomorfismo.

Com essa reinterpretacao do Invariante de Dehn e com o auxilio de ferra-
mentas homolégicas, DUPONT e SAH ainda conseguem generalizar o Teorema
de Dehn-Sydler para H? e S2, os espacos hiperbolicos e esféricos, respectiva-
mente. No caso de H? e S3, DUPONT e SAH provaram também que se dois
poliedros sdo congruentes por tesoura, entdo seus Invariantes de Dehn (ou
suas colecoes de Invariantes de Dehn generalizados, algumas vezes chamados
na literatura de Invariantes de Hadwiger) coincidem.

Ainda é um problema em aberto determinar se a reciproca vale, isto é, se
dois poliedros em H? e S com o mesmo Invariante de Dehn necessariamente
sao congruentes por tesoura. Esse problema é de notéavel interesse pois nos
permite concluir se o Invariante de Dehn caracteriza cada classe de equivaléncia
na congruéncia por tesoura, ou seja, se ele ¢ uma ferramenta de classificacao
dessas classes.

Convém notar também a relacao da teoria desenvolvida sobre o Terceiro
Problema de Hilbert com a K-Teoria. Em particular, existem sequéncias exatas
curtas relacionando certas K-Teorias com poliedros em H?. Além disso, cada
classe de poliedros isométricos (tanto em R™ quanto em S™ ou H"™) pode ser
visto como uma K-Teoria de uma certa categoria.

Outra aparicao dos Invariantes de Dehn que merece ser citada é em um te-
orema de DEBRUNNER de 1980 que afirma que qualquer poliedro que tessela
o espago periodicamente (em uma tesselagdo que s6 contém ele mesmo) neces-
sariamente tem Invariante de Dehn nulo. Mais tarde, em 1995, LAGARIAS
e MOEWS estendem o resultado para R™. Note que essencialmente, o que o
teorema diz é que todo poliedro que tessela R™ é congruente por tesoura a um
n-cubo.



APENDICES






A

arccos(1/3) NAO E MULTIPLO
RACIONAL DE 7

Seja x = arccos(1/3), entao cosx = % Suponha que x = §7T, com p,q €
Z de modo que cos(qxr) = cos(pr) = 1. Podemos usar os Polindmios de

Chebyshev para obter expressoes gerais de cos(nx). Especificamente,

+ 1 = cos(qz) = Ty(cos z). (A.1)

Agora utilizamos o fato de que o coeficiente do termo de maior grau de
T, ¢ 21, Entdo A.l se torna +£1 = Ty(cosz) = 2771 - (1) + P(}), em que
P ¢é algum polinémio de grau menor que ¢ — 1. Ao multiplicarmos ambos os
lados por 3%, temos +37 = 2971 + 3. P(1/3). Reduzindo essa igualdade mod 3,
teremos 0 = 297! (mod 3), um absurdo. Logo, ndo existem inteiros p, ¢ tais que
arccos(1/3) = L.
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